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  مقدمة

كان الجبر الحديث و لا يزال من أبرز فروع الرياضيات التي لا يمكن أن يخلو منھا أي منھج لطلبة 
الرياضيات، وقد ازدادت أھميته يوما بعد آخر ليس لطلبة الرياضيات وحسب وإنما لطلبة العلوم 

لذلك فان الجبر إضافة لكونه مادة تدعم وتطور التفكير . ت الأخرىوالاقتصاد والكثير من الاختصاصا
والإبداع وتطور بعض العلوم التي تحتاج إليه فانه مادة لا يمكن الاستغناء عنھا لمختلف العلوم التطبيقية 

  .الأخرى

وجيا يعد الجبر الخطي  الذي ھو فرع من الجبر الحديث مادة أساسية تعتمد عليه علوم أخرى مثل البيول
و الفيزياء والاقتصاد والإحصاء وغيرھا من العلوم وقد أصبح الجبر الخطي في السنوات الأخيرة جزءا 

التي ايجابية للأعمال نتائج في تطبيقاتھا للحصول على  أساسيا مطلوبا في كثير من العلوم التي تحتاج إليه
  .تقوم بدراستھا

والاقتصاد والإحصاء وكإضافة مھمة للعلوم الأخرى، يمكن استخدام ھذه المطبوعة كمرجع لطلبة العلوم 
. و نعزز به المكتبة الجامعية ةطلبالنضعه بين أيدي  الذي و على ھذا الأساس قمنا بھذا الجھد المتواضع

  .وتحتوي ھذه المطبوعة على خمسة فصول يحتوي كل فصل على أمثلة مختلفة وتمارين متنوعة

البني الجبرية والفضاءات الشعاعية والتطرق للارتباط الخطي  مفاھيم عامة حول الفصل الأوليتضمن 
  .في فضاءات مختلفة الأبعادوالاستقلال الخطي للأشعة 

  .ثلاثي البعدو ثنائي البعديتناول دراسة التطبيقات الخطية خاصة في فضاء  الفصل الثاني

ى دراسة المحددات وطرق يتعامل مع المصفوفات وخواصھا الجبرية المھمة بالإضافة إل الفصل الثالث
  .حسابھا

  . يتطرق إلى جمل المعادلات الخطية والطرق المختلفة لحلھا الفصل الرابع

  .بدراسة القيم الذاتية والأشعة الذاتية المرافقة لھا الفصل الخامسيتعلق 
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  الأولالفصل 

 بنية الفضاءات الشعاعية

  .البنى الجبرية  - 1

  :عملية التركيب الداخلي 1-1 

Ε عملية تركيب داخلي في المجموعة ،غير خالية وعةمجم  Ε تطبيق معرف من الجداء ھي Ε Ε  نحو

Ε  حيث يرفق بكل زوج مرتب,  Ε Ε  عنصراc   Ε .  

   :أي  ∗ بونرمز لعملية التركيب الداخلي 

 ∗∶ Ε Ε  →  Ε  

a, b ⟼ ∗  

  : -1-مثال

  .ن في مجموعة الأعداد الطبيعية اخليتتركيب دا اھما عمليت   و الضرب + عمليتي الجمع -

∀ ب  ة المعرفة على المجموع ∗العملية  - , ∈ : a∗b = a² -2b    : ھي عملية تركيب داخلي.  

   :خواص

  . ∗المزودة بعملية التركيب الداخلي  لتكن المجموعة 

∀ :كان إذا تبديليهعملية ھي ∗نقول أن العملية - ,        ∶ ∗ ∗    

  : -2-مثال

  ∗   ةعالمجموفي  تبديليهكن القسمة غير ل   ةفي المجموع تبديليهية لالجمع عم

∀ھي عملية تجميعية إذا كان  ∗نقول أن العملية - , ,        ∶ ∗ ∗ ∗ ∗  
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  :-3-مثال

  معرفة على  ∗عية حيث ليست تحمي ∗لكن العملية ،  ةميعية  في المجموعجت الضرب عملية

∀               :  ب  ,        ∶ ∗ . 1  

 نقول أن العنصر  -   :إذا كان  في المجموعة  ∗ھو عنصر حيادي للعملية   

∀        ∶ ∗ ∗  

  :-4-مثال

  ∗في و الواحد ھو العنصر الحيادي للضرب الصفر ھو العنصر الحيادي للجمع في 

 نقول أن العنصر -  عنصر إذا وجد  ∗وفق العملية    في المجموعة ايريقبل نظ         

  :بحيث

   ∗            ∗  

  : -5-مثال

 نظير العنصر     بالنسبة للجمع ھو العنصر         ونضير العنصر         ∗   

 لسبة للضرب ھو العنصر با   

  :الزمرة 

  .∗مجموعة غير خالية مزودة بعملية تركيب داخلي  لتكن 

   :زمرة إذا كانتشكل بنية  ∗, نقول أن

  ،تجميعية على المجموعة  ∗العملية  -

  ،∗تحتوي على عنصر حيادي وفق العملية  المجموعة  -

  . ∗فق العملية و نظير في  لكل عنصر من  -

  .ھي زمرة تبديلية  ∗,تبديلية نقول أن   ∗إذا كانت العملية     :ملاحظة 
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  :-6-مثال

  :ب / ة على المجموع ∗نعرف العملية 

∀ ,   / : ∗ 2 .  

/بين أن       زمرة ∗,

∀:عملية تجميعية لأن  ∗لدينا  - , ,     /  

∗ ∗ ∗ 2 .

2 . 2. . 2 .

2 . 2. . 2. . 4. . .  

  :ومن جھة أخرى لدينا 

   ∗ ∗ 2 . ∗

2 . 2. 2 . .  

  2 . 2. . 4. . .  

∗ومنه  ∗ ∗ ∗   : ∀ , ,   /  

  :لدينا :وجود العنصر الحيادي -

∗ ∗   ⇔ 2. . 2. .

⟺ . 1 2. 0   ⟺ 0  ∨ 1 2. 0  

⇔ 0  ∨  
1

2
 

 مرفوض لأن   لكن       :ومنه العنصر الحيادي ھو  /

0    /
1

2
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  :نظير لدينا وجود العنصر ال

∀     /
1

2
 

∗ ∗ ⟺ ∗ ∗ 0 

⟺ 2. . 2. . 0    

. 1 2 ⟺
1 2

 

 لدينا    لأن   /     ومنه لكل عنصر    /   /  

  :         عنصرا نظيرا ھو /  

:ومنه / /ھي تبديلية فإن  ∗وبما أن العملية , زمرة  ∗,   .زمرة تبديلية  ∗,

  : لالحق

   :إذا حققت قل ھي ح) .(و (+) داخلي نرمز لھا ب  المزودة بعملية تركيب  نقول أن المجموعة 

-       .زمرة تبديلية  ,

  .تجميعية  .العملية الثانية   -

  :أي  توزيعية على العملية الأولى  .العملية الثانية   -

∀ , ,     ∶ . . . ∧ . . .  

يقبل نظير بالنسبة للعملية ,   للعملية الأولىعن العنصر الحيادي  يختلف كل عنصر من  -

  ..الثانية 

,نقول أن الحقل  تبديليه   .إذا كانت العملية الثانية   : ظةملاح ,   .تبديلي   .

,   :-7-مثال ,   .حقل تبديلي   .
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  .فضاءات الشعاعيةال - 1-2

  :ألشعاعيتعريف الفضاء 

إذا  ∨فضاء شعاعي على الحقل    E مجموعة غير خالية نقول أن   و  حقلا    ليكن 

  :تحقق

-      . تبديليهزمرة  ,

  :أي (.)  ب نرمز له نحو   إذا وجد تطبيق من   -

. :   →  

∝, ⟼∝.  

,∝∀           :ويحقق الخواص التالية         ∀ ,     :   

∝. ∝. ∝.              ,∝ . ∝. .  

1.                                 ,∝. . ∝. .  

  .ھو العنصر الحيادي لعملية الضرب في الحقل  1حيث

  ھو  ونكتب اختصارا, بالسلميات  وعناصر الحقل  شعة الأب  تسمى عناصر الفضاء 

  .ش –ف - 

  : -1-مثال

  .ھي فضاء شعاعي على الحقل  مجموعة الأعداد الحقيقية   

 الفضاء الشعاعي    -   .  

   : لدينا المجموعة التالية , /  ,    

  :ب ونعرف قانون تركيب داخلي ھو الجمع 

, , ,  
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λ : ب  نون تركيب ثاني ھو الجداء ونعرف قا ( 1, 1
) λ. 1,, λ. 1

  

  :ش لأن  -ف –ھو  إن 

 .زمرة تبديلية , - 1

  .عملية تجميعية على المجموعة  ھل-

  :لدينا

   ∀ , , , , , ∈  

, , , , ,

,  

, , , , ,  

  . ية تجميعية على المجموعة عمل ومنه  

  . لمجموعة عنصرا حياديا ل ,ليكن -

                                                                                                                  :لدينا

∀ , ∈ : 

, , , , ,

⇔ , ,  

⟺ ⟺
0
0

 

 e=(0.0)ع ھو الشعا تملك عنصرا حياديا في المجموعة  ومنه العملية 

  :وجود  العنصر النظير 

,ليكن   ,و  ∋   . ,نظيرا للعنصر  ∋

  :لدينا

, , , , , 0,0  
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⟺ ⟺
0

0
 

  ھو العنصر  في المجموعة  نظير  وفق العملية  ,ومنه لكل عنصر 

, ,  

  ة تبديلية في المجموع فإن العملية  تبديلي في المجموعة + الجمع  أنبما 

  .زمرة تبديلية  ,ومنه فعلا 

  : التحقق من خواص عملية الضرب 

                                                                      : لدينا

∀∝,  , ∀ , , , :                                                               

α , α . , α .

α. . , α. .  

α. , . , . , ,  

α , , α ,

α. , α.  

α. . , α. .  α. , α.  α.  , α.  

α , α ,  

α , . , . . . , . .

. ,  

1 , 1. , 1. ,  

,ومنه فعلا    .ش- ف-ھو ,
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  :تعميم الفضاء الشعاعي  

  : بالمعرف  يمكن تعميم المثال السابق للحصول على الفضاء الشعاعي 

… , ,… , / , , … ,    

  : ب ونعرق قانون تركيب داخلي ھو الجمع 

, , … , , , … , , , … ,  

  : ب ونعرف قانون التركيب ثاني ھو الجداء 

λ , , … , , , … ,  

  :ملاحظة 

الحقل  للعنصر الحيادي لعملية الجمع في  بو   ,للعنصر الحيادي في الزمرة   بنرمز  

.  

  : ضاء الشعاعي الجزئيالف 1-3

ش      ليكن ي من الفضاء ھو فضاء شعاعي جزئ نقول أن ,  مجموعة جزئية من  و  ف

  :إذا تحقق    الشعاعي

ϵ    ‐.  

∀ , ϵ     :  ϵ   ‐  

∀    ,   ∀     :       . ϵ ‐   

  : لأو التعريف المكافئ 

ϵ  

∀ , , ∀ ,   :  . .  
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  :-1-مثال

  .جموعة الجزئيةنعتبر الم في الفضاء الشعاعي  

, /  0  

  :لأن   ھو فضاء جزئي من الفضاء الشعاعي إن 

0 0,0 ϵ 0 :نلأ 0 0  

0  ∧   0    :∀ , , , ϵ  

,: لدينا  ,   :نلأ    ,

0 0 0 

       : ومنه , , ϵ     

∀ λ ϵ ∶ 0                                              ,   ∀ , ϵ    

.: لدينا  , . , . ϵ   لأن:  

. λ. λ. . 0 0 

  :ومنه

∀ λ ϵ ∶   . , ϵ           ,∀ , ϵ  

  :-2-مثال

.:      المجموعة   في فضاء شعاعي   . /  0     

.∝: لأن  فضاء شعاعي جزئي من الفضاء الشعاعي ليست  -. ∉    وذلك عند أخذ مثلا     

∝   :نجد 1

   ∝ , , , , , ≯ 0    

,ليكن   :تمرين  , ∈ /   ؟ فضاء شعاعي جزئي من   Hبين أن  -  0
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  :جمع الفضاءات الشعاعية

Fليكن  , , , … ,  n    فضاء شعاعي جزئي منE  نعرف المجموعة :  

⋯ ⋯  , ∈  

  .يسمى مجموع الفضاءات الشعاعية الجزئية  Eج من . ش . كذلك ف  التي ھي

  :كان  وإذا

 
1 ⋯        

2   ⋂ ∑ 0  , ∀  ,
   

 :     ھو مجموع مباشر للفضاءات الشعاعية الجزئية ونكتب   Eنقول أن  ⨁ ⊕…⊕   

  

   :الخطي و الاستقلال الخطي  الارتباط 1-4

ش Eليكن ,ولتكن    ف , , …   Vنقول عن عنصر   جملة  أشعة في الفضاء   ,

  :  أمكن كتابته على الشكل إذاخطي لجملة الأشعة ) تركيب(أنه مزج  Eمن  

. . . ⋯ . λ V  

   :خلاصة 

,الجملة   , , …   ⇔  Eتولد    ,

∀V ∈ E, ∃   /

. . . ⋯ . ∑ λ V
    

ش Eليكن ,  ولتكن  ف , , …   أشعة في الفضاء   ,

,   نقول أن الأشعة -. , , …   : مستقلة خطيا إذا كان    ,

                                                                   : ∀ , , , . . . ,  

. . ⋯ . ⇒ ⋯  
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,  ونقول أن الأشعة -. , , …   :مرتبطة خطيا إذا كان   ,

∃ , , , . . . ,     : ليست كلھا معدومة بحيث   

. . . ⋯ .  

   :-1-مثال

Vن االشعاع 1,2     و   :مستقلين خطيا لأن  1,1

∀ ,   ∶ 

. .  ⇔ . 1,1 . 1,1 0,0  

⇒ , 0,0 ⟺
0 
0

 

   :أنأي 

0 

  :-2-مثال

1,3,1الأشعة   في الفضاء الشعاعي    , 0,1, 1  , 2,5,3  

∀:                                         لأنه لدينا , ة خطيا مرتبط , ,   ∶ 

. . .    

⇒

2 0
3 5 0 

3 0
⇔

2
 

  :أي انه لدينا ,  2و  1نجد  1منه بوضع و

∃ 2, 1, 1 ϵIR ∶ 

2. 1. 1. 0,0,0  
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0,1,1:     لتكن الأشعة الثلاثة من    :تمرين   , 1,0,1  , 1, 1,0    

 ه الأشعة مستقلة خطيا مثنى مثنى ؟ھل ھذ -

  : الأساس والبعد 1-5

ش Eليكن ,نقول عن جملة الأشعة    ف , , …  إذا E:  لأنھا تشكل أساس   ,

  :تحقق

1- B مستقلة خطيا. 

2- B   تولدE  أي كل عنصر منE  ل يكتب مزجا خطيا E . 

  :مرتبة جملة أشعة

ش Eليكن ,( لة الأشعة نسمي مرتبة جم ف , , … بعد الفضاء الشعاعي  Eمن  ,

  . Aبالجملة  المولد   Eمن  Fالجزئي 

ونرمز    Aيمكن استخراجھا من  وھي أكبر جملة مستقلة خطيا Aمولدة بجملة مستقلة خطيا من  Fإن 

  . :   بلھا 

  :-1-مثال

3,3,3  :لتكن الجملة   , 4,5,6  , 1,2,3    

Vالخطي ل  الاستقلالندرس  إذنومنه الجملة مرتبطة خطيا   Vلدينا    :أي  , 

,αومنه    0,0,0 2α, 3α 4β, 5β, 6β   وعليه  0,0,0

                                           0   

  .   2=: مستقلين خطيا وبالتالي مرتبة الجملة ھي  , أن  أي 
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  سلسلة تمارين

  :التمرين الأول

  . من  ينجزئي ينشعاعي فضائين ,كان كل من  إذابين فيما 

, ∈ /  2    

, ∈ /    0  

  :  لثلاثة من  لتكن الأشعة ا   :التمرين الثاني

   0,1,1  , 1,0,1  , 1, 1,0    

 ھل ھذه الأشعة مستقلة خطيا مثنى مثنى ؟ -

         : أثبت أن الأشعة الثلاثة التالية- 1,1,1  , d 1,2,3  , g 2, 1,1   

  .تولد 

cھل الشعاع ) 1 :التمرين الثالث 3,   :خطي للشعاعين ھو تركيب  5,2

 w 2,0, 1  , v 1,5,0   

cيكون الشعاع  k:   لمن أجل أي قيمة ) 2 1,   :عبارة خطية للشعاعين ,2

a 1, 1,1 , 1,2,3  

a: لتكن الأشعة  :التمرين الرابع 1,2,3 , 4,5,6 , 3,3,3   

X                      :أوجد مرتبة الجملة  , ,   

,:  شعةالأھل    .تولد   ,
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  :نلتكن المجموعتا :التمرين الخامس

, , ∈ /   0   

 , , ∈ /     0   

,برھن أن   )1 H فضاءين شعاعيين جزئيين.  

,استخرج أساس لكل من  )2 H .  

,حدد بعدي  )3 H.  
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  الفصل الثاني

  التطبيقات الخطية

  :التطبيقات الخطية  -1

:و    فضائين شعاعيين على نفس الحقل   و ليكن    تطبيق    →

  :إذا كان    Fنحو  Eتطبيق خطي من   f أننقول 

1  ∀ ,   ∶  

2  ∀ V    ∀, λ     ∶   . .  

:أو التعريف المكافئ التالي   

∀ ,    , ∀ , ,   : . . . .  

  :فإنه لدينا  نحو  من  اخطي اتطبيق   fإذا كان   :ملاحظة 

   ∧   ∀  ∈ ∶   –  

  :-1 -مثال

∶:                   حيث , خطي  f  بين أن التطبيق التالي  →  

⟼ 3.  

  : لدينا 

∀ ,         ∀ , ∶ 

. . . . 3. . .

3. . 3. .  

  . 3. . 3. . .  
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  :-2 -مثال

∶                                                      :   حيث , خطي  f التالي قالتطبيبين أن   ² → ² 

, ⟼ , 2 ,  

  :لدينا

∀ , , ,  

, , ,  

2 ,  

2 2 ,  

2 , 2 ,  

, ,  

  :لدينا من جھة أخرى 

∀      ,∀ ,  

. , . , . . 2 . , . . . 2 ,

. ,  

   نحو  تطبيق خطي من  ومنه 

  :-3 -مثال

: حيث , ھل التطبيق التالي خطي      

∶   →                                                                                                             

, ⟼ , .  

∀λ             , ∀ ,  
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λ  لدينا من أجل  λ و 1 0 :                                                                                  

. , . , . . . . .  

λ. , . . . .  

 . اخطي اليس تطبيق منه و

  :الصورة  و النواة )2

  نحو   من  تطبيق خطي ليكن 

  : بو المعرفة   بالمجموعة المرموز لھا  التطبيق  نواةنسمي  -

 /    

  : بو المعرفة    بالمجموعة المرموز لھا  التطبيق  صورةنسمي  -

      / ∃   ∶    

  : -4-مثال

  :أحسب نواة التطبيق التالي  

: →  

, , ⟼ , , ,  

, , /  , ,  

⇔ , , /  , , 0,0

, , / , 0,0  

⟺ , , / 0  ∧   0

, , /   ∧    

⟺ , , /    

,                                               :ومنه , /    
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  :فإنه لدينا ,  نحو  من  اخطي اتطبيق إذا كان  :نظرية

  ⟺تطبيق غامر   -

-    تطبيق متباين   ⇔  

  : - 1- تمرين

: بليكن التطبيق الخطي المعرف    

: →  

, ⟼ , 3 , 2  

  تقابلي  واستنتج أن التطبيق  و  احسب 

  :الحل

  :   لدينا 

                                                   , /  ,          

⟺ , /  , 0,0

,  / 3 , 2 0,0  

⟺ , /3 0  ∧ 2 0

, /  0 ∧ 0  

⇔ 0,0  

  متباين  فإن التطبيق  0,0 :  أنبما 

,  :لدينا  ∈ / ∃ , ∈ :  , ,  

⇔ , ∈ / ∃ , ∈ :  , 3 , 2  

⇔ 3 , 2 ∈ /   , ∈  

  .تقابلي  ومنه  التطبيق  غامر فإن التطبيق   :  بما أن
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  :حيث  ليكن التطبيق التالي  :-2- تمرين

 

∶   →   

, ⟼ ,  

 خطي بين أن  - 1

, أوجد  - 2     

 ؟.تقابلي ھل  - 3

  :الحل

 تبيان أن التطبيق خطي - 1

  :لدينا

∀λ ∶  , ∀  , , , ,  

, , ,  

 

. . , . .  

  .تطبيق خطي ومنه 

 :الصورة والنواة إيجاد

  :النواة )1

, /  ,  

⟺ , /  , 0 ,  / 0  

⟺ , /  , 1,1  ,  

    1,1      لأساس  1,1  إذنوھو مستقل خطيا     مولدة  ب  
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1ومنه    .ليس متباين   وبالتالي   0

  : الصورة)2

∋                                 :لدينا  / ∃ , ∈ :  ,  

⇔ ∈ / ∃ , ∈ :   

⇔ ∈ /   ∈  

              :ومنه  1    

  .تقابلي ليس  ومنه  التطبيق  غامر فإن التطبيق                 بما أن

  .ليس متباينا فھو ليس تقابليا و بما أن 

  

  سلسلة تمارين

  .كانت التطبيقات التالية خطية أم لا إذابين فيما  :التمرين الأول

∎ ∶   →  

, ⟼ , 2 ,  

∎ ∶   →  

, , ⟼ , , 2 , ,  

∎ ∶   →  

 , , ⟼ , , , ,   
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  :ليكن التطبيق التالي :التمرين الثاني

: →  

, ⟼ , ,  

  .خطي بين أن - 1

  .وماذا تستنتج النواةأوجد - 2

  .وماذا تستنتج الصورةأوجد - 3

  .برر جوابك؟  ھل التطبيق تقابلي- 4

 التمرين الثالث: ليكن التطبيق التالي:  

: →  

 , ⟼ , 2 ,   

 عين - 1   .؟وھل ھو غامر؟ متباين  ھل   ,

dim أوجد - 2  , .  
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  الفصل الثالث

  المصفوفات و المحددات

  :لمصفوفاتا -1

  :  تعاريف )1-1

 العناصر لتكن و حقلا IKليكن  - ∈ IK , 1:     , 1:      

  .و أعمدة سطور مستطيلة من الأعداد منتظمة بشكل مربعة أو بأنھا مجموعةتعرف المصفوفة 

A

a a … a
a a … a
a a … a
… … … …
a a … a

 

,  سطر عمود  

   : التالي الشكل إذن

⋯
⋮ ⋱ ⋮

⋯
ونقول عمود  و   سطر  يسمى مصفوفة ذات  

∋:     بونرمز      ,مصفوفة من النوع   أنھا أيضا .  

  ( :حيث السطر الأول ھو     …    

  :والعمود الأول ھو
⋮

   

  :    ب  لمصفوفةكما نرمز ل

  مع   1:  ,     1: n   ھو العنصر الذي يقع في السطرi  والعمودj .  

   :و بصفة عامة نكتب  ∈ ,        
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  نقول أن المصفوفتين   -   و     :    كان  إذان متساويتا        

∀ 1: , ∀ 1: n:  b  

 نقول أن المصفوفة   - ∀: معدومة اذا كان        , ∶    0  

  نقول أن المصفوفة    -  n=m: ان مربعة اذا ك    

  : المربعة أنھا       نقول عن المصفوفة     -

  ∀:      0:      مثلثية سفلى إذا كان * 

  ∀:       0:     مثلثية علوية إذا كان * 

  ∀:             0:      قطرية إذا كان *

   :بونرمز لھا  1كل عناصر القطر تساوي  بحيثرية قطالمصفوفة الحيادية ھي مصفوفة  -

1  0  0  ⋯   0
0  1  0   …    0
0  0  1  ⋯   0
⋮    ⋮    ⋮    ⋮    ⋮
0  0  0   …   1

 

  والمعرفة ب        بھي المصفوفة المرموز لھا  منقول المصفوفة       -

  : -1-مثال

4   5     1مصفوفة       منقول ال 
0    1   3

ھي المصفوفة             
1     0
5     1
4     3

  

 :   تناظرية اذا كان    A  المربعةنقول أن المصفوفة  -    .     

 :   كان  إذاوضد التناظرية      .  
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  : على المصفوفات  عمليات -1-2

  :  الجمع -

 جمع المصفوفتين       ,    و    :  بالمعرفة  cھي المصفوفة        ,

    حيث        

2     1         : -2-مثال
2    3

1  3
1     4

2     5
3    7

  

   :ددجداء مصفوفة بع -

  :  ب  ھي المصفوفة المعرفة    بالعدد الحقيقي   ,جداء المصفوفة      

   . . ,  

.2      : -3-مثال
0    1   2
3    4   2
1    3  1

0   2    4
6    8    4
2     6    2

  

  :  جداء مصفوفتين -

   جداء مصفوفتين ,  ,   ھي المصفوفة   ,   :  بالمعرفة    ,

.  

  : -4-مثال

               0  1
1  2

.
1   2
3  2

3   2
7   6

     و 1   2
3   2

.
 0   1
1  2

2    5
2    7

  

.:عموما لدينا   :ملاحظة  .  

     :مثلا
1  2  0
0  1  1
1  0  0

  ,
1  4
2  0
0  1

      



27 
 

 A. B
1  2  0
0  1  1
1  0  0

.
1  4
2  0
0  1

5  4
2  1
1  4

  غير معرف         .لكن في ھذه الحالة الجداء      

  

  : خواص 

      ,         λ. A λ.  ∀λ ∈ IR  ,   

    A. B . C A. B. C    

.   . ,      . . .     ,     . . .  

  : -5-مثال

: لتكن المصفوفتين  
2  3   5
1  4      5

1  3  4
       ,     

1   3     5
1  3 5
1    3    5

  

 أحسب , .    ,      .     ,         ھي تناظرية  وھل المصفوفة         ,    

 لأن ليست تناظرية   المصفوفة : لدينا 
2 1        1
3  4      3
5    5  4

         

. 0            . 0    ⇏ 0 ∨    0  

.حالة خاصة فقط     0  . 0 .  

  : مرتبة المصفوفة -1-3

 لتكن المصفوفة   ∈ , سطر أعدد أعمدة أو   بنسمي مرتبة المصفوفة ونرمز لھا      

  المستقلة خطيا  المصفوفة  

  : طريقة عملية

ھا إلى مصفوفة مثلثيه سفلى أو علوية ويكون عدد الأعمدة أو عدد نحول Aلإيجاد مرتبة المصفوفة  

  الأسطر الغير معدومة ھو 
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  :  -6-مثال

B                            :Aو Aأوجد مرتبتي المصفوفتين 

1     1    2
1  1   1
2      0    3
2     2    4  

  

1      1    2
0 2 1
0      2    1
0     2     1→

. 1    1    2
0 2 1
0      0     0
0      0     0→

⇒ 2 

 
4    2   1
2   8 1
1    1    5

4       2     1

0     7   
3

2

0  3  
11

2
  →         

   .

.      4      2      1

0     7   
3

2

0     0    
34

7→    

    .  

    ⇒ 3 

  :مصفوفة مربعة  مقلوب 3-1-2

  : بحيث    بإذا وجدت مصفوفة مربعة نرمز لھا  قابلة للقلب أنھا Aمصفوفة مربعة  نقول عن

. .  

  : -7-مثال

1      1أوجد مقلوب المصفوفة     
0      1

  

    :نضع 
     

  : ومنه لدينا   

A. A I  ⇔
     

         
1  0
0   1

⇔ 1, 1, 0, 1 

           :ومنه 
1   1
0       1

  

  : لدينا الخواص التالية , قابلتين للقلب ال Bو A لتكن المصفوفتين  

     , A A   , A. B B . A   , I  
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  .:مصفوفة عمودية إذا كان  أنھا  Aنقول أن المصفوفة 

  

  :لحساب مقلوب مصفوفة نطريقة غوص جور دا -1-5

  .من خلال استعمال العناصر المحورية    I/Aإلى الشكل  / ل الشكليوحوتعتمد على ت

  :-8-مثال

أحسب مقلوب المصفوفة    
1  0  1
1  1  1
0  1  1

  

/: لدينا 
1  0  1
1  1  1
0  1  1

1  0  0
0  1  0
0  0  1

1  0  1
0  1  0
0  1  1

1  0  0
1  1  0
0  0  1

  

1  0  1
0  1  0
0  0  1

1  0    0  
1 1  0

1 1  1

1  0  0
0  1  0
0  0  1

0  1 1
1 1  0

1 1  1
/  

          :ومنه المصفوفة المقلوبة أو العكسية ھي 
  0     1 1
1     1     0
1 1     1

  

  :-9-مثال 

1  4مقلوب  
2  1

  : لدينا   

/  
4  1
2  1

1  0
0  1

.

  
.     1  

1

4

0  
1

2

1

4
     0

1

2
  1

.
 .    

1  0
0  1

1

2

1

2
1  2

I/A  

A     :ي ومنه المصفوفة المقلوبة أو العكسية ھ  
   

1   2
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  :المحددات  -2

  :تعريف المصفوفة المستخرجة  -2-1

   لتكن المصفوفة المربعة       Aللمصفوفة المستخرجة من المصفوفة    بنرمز , ∋

  .jو العمود   iمن خلال حذف السطر رقم 

    : -1-مثال
1   0  2
3  1 1
0  5  2

  ⇒
1  1
5    2

  ,
1     2
3  1

  

   :تعريــف المحدد  -2-2

 لتكن المصفوفة المربعة     

⋯
⋮ ⋱ ⋮

⋯
  

  : ب  ھو العدد المرموز له  Aفان محدد المصفوفة  m=1من أجل  -

                                                              det | |  

  : ب  ھو العدد المرموز له Aفان محدد المصفوفة  m=2من أجل  -

                                           det | |    .  .  

 من أجل  -   :  ب  لمرموز لهھو العدد اAفان محدد المصفوفة 2

det | | 1  
 .  

  Aد مختار عشوائيا من بين أعمدة المصفوفة ھو عمو j0حيث 

  : -2-مثال

1  2:    أحسب المحددات التالية  
4   2

2.2 4.1 0        
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1  2  1
0  1  2
1  0  1

1.
1  2
0  1

2.
0  2
1  1

1.
0  1
1  0

1. 1 0 2. 0 2 1. 0 1 4 

     
0 1 1 3
1  2 1 1
0  0  3  3
0  1  8  0

0.
2  1 1
0    3  3
1    8  0

1 .
1 11
0  3  3
0  8  0

1.
1  2  1
0  0  3
0  1  0

3.
1 2 1
0  0  3
0  1  8

18 

  :خواص 

  .مصفوفة مثلثيه  سفلية أو علوية أو قطرية فان محددھا يساوي جداء عناصرھا القطرية  Aانت إذا ك 

  : -3-مثال

1  2  5  0
0  4  1  2
0  0  3  1
0  0  0  2

1.4.3.2  و  24 4     0
0  1

    4                

  : خواص 

  : فان   λ بالعدد  Aن المصفوفة ھي حاصل ضرب سطر أو عمود واحد م  Bإذا كانت المصفوفة  -

| | λ. | | 

  :فان λ  بالعدد    ھي حاصل ضرب المصفوفة Bوبصفة عامة إذا كانت المصفوفة  -

| | . | | 

|: فان  Aإذا بدلنا ترتيب سطرين أو عمودين في المصفوفة  - | | |  
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  لتكن : -4-مثال

    
1  2
3  4

,  
5  10
3  4

,      
2  4
6  8

,      
3  4
1  2

 

  : لدينا 

| | 2  , | | 5. | | 10  ,   | | 2 . | | 8  ,   | | | | 2 

|A|    : سطر أو عمود معدوم فان  Aإذا كان في المصفوفة   - 0  

     | . | | |. | |         ,            | |    | | 

   : -5-مثال

1  1من أجل    
2  1

,   
1     0
1    2

.:     لدينا   
2    2
3    2

  

|:ومنه  | 1   ,   | | 2  ⇒   | . | |A|. |B| 1 .2 2    

   :تعريف 

|: نظامية إذا كان  Aنقول أن المصفوفة  | 0     

  :نظرية 

  : مربعة فانه لدينا  Aصفوفة إذا كانت الم 

A  مصفوفة قابلة للقلب⇔ | | 0 ⇔     

|     :نتيجة  |  
| |

   

  :تعريف المصفوفة المرافقة  -2-3

  مصفوفة مربعة        ∋لتكن        

  : كل  حيث     : ب  المصفوفة المعرفة A لنسمي مصفوفة مرافقة 

    1  .    .jوالعمود  iوذلك بحذف السطر Aھي مصفوفة مستخرجة من   و    
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:    قابلة للقلب فان  Aإذا كانت المصفوفة  :نظرية 
| |
.  

   :-6-مثال

من أجل المصفوفة    
3    2  1
1     6     3
2   4  0

|لدينا    | 64   قابلة للقلب  Aومنه   0

لنحسب الآن عناصر المصفوفة   
   

        

   
     

 :        لدينا      1  . | | 12  ,     1 . | | 6   ,   

     1 . | | 16  

      1 . | |   4   ,     1 . | | 2  ,   

  1 . | | 16 

1 . | | 12  ,   

  c 1 . | | 10  , 1 . | | 16 

    إذن      
12 4  12
6 2 10
16 16 16

   ⇒ A
| |
  . C     .

12  4  12
6  2 10
16  16 16

  

   :-7-مثال

1  1من أجل المصفوفة     
1  2

|لدينا     | 1 0         

C قابلة للقلب  لنحسب عناصر المصفوفة   Aومنه    
C C
C C

  

1:    لدينا   . | |   2   ,         1   . | | 1           

1 . | | 1  ,        1 . | | 1 
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2إذن        1
1   1

 ⇒ A
| |
  . C       .

2    1
1      1

  

  

  سلسلة تمارين

    :لتكن المصفوفتين  :التمرين الأول
1  1
0  2

,  
2  5
3  7

  

,أوجد كلا من  .1 , , . 

 . ,ماذا تستنتج قارن بين  .ثم   .أوجد  .2

 .ماذا تستنتج .و  .ثم   ,أحسب  .3

: لتكن  :التمرين الثاني
3 4
1 5
2 2

    
1 2
0 3
3 1

  
1 2
4 0
2 5

    
1 0
2 1
1 2

   

,أحسب .1 3 , , , .  

  .  .أحسب    .ھل يمكن حساب .2

لتكن المصفوفة التالية  :التمرين الثالث
1 1 0
1 0 1
1 1 1

   

  .أحسب محدد -1

  . أوجد مرتبة -2

  . أوجد -3

: لتكن المصفوفة التالية  :التمرين الرابع
0 1 1
1 0 1
1 1 0

   

 .قابلة للقلب  ثم استنتج أن  2: أثبت أن  -1

 . بدلالة   عبر عن   -2
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  الفصل الرابع

  الخطيةجمل المعادلات 

مصفوفة من  Aحيث  A.X=bمن بين أھم تطبيقات المحددات ھو حل جملة المعادلات الخطية من الشكل 

  .شعاع مجھول من   Xو    شعاع من  bقابلة للقلب و   )n،m(النمط 

 :طريقة كرامر

: بالعبارة التالية Xتعطى مركبات الشعاع 
| |

| |
مع تعويض العمود رقم  Aھي المصفوفة  حيث  

  i  بالشعاعb .  

  : -1-مثال

  المعادلات  ول جملةحل أوجد

5 6       15
3 4 29    

 

  :الحل 

  : حساب المحددنقوم ب - 1

det A
5 6
3 4

5 4 3 6 20 18 38 

  

 : det     نحسب - 2

  )┴(29- , 15 الشعاعفي المحدد ب xنعوض عن العمود 

det  A
15 6
29 4

15 4 29 6 114 

114

38
3 

 : det     نحسب - 3

 )29- , 15(┴ الشعاعفي المحدد ب yنعوض عن العمود 
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det  A
5 15
3 29

5 29 3 15 190 

190

38
5 

  : -2-مثال

  :المعادلات  ول جملةحل أوجد 

2   4
3 5 3 1
2 7 8

 

  :الحل 

 det حسبن - 1 A :  

|A|
1 2 1
3 5 3
2 7 1

 

1 5 1 2 3 2 1 3 7

2 5 1 7 3 1 1 3 2 3 

A| نحسب - 2 |  :  

det A
4 2 1
1 5 3
8 7 1

87 

87

3
29 

  

A|نحسب  - 3 |  :  

det A
1 4 1
3 1 3
2 8 1

33 

33

3
11 

A|نحسب  - 4 |  :  
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det A
1 2 4
3 5 1
2 7 8

33 

33

3
11 

   ,              ,:   حيث A.X=bحل الجملة الخطية  :-3-مثال
1 1 2
1 3 8
1 3 11

5
15
21

  

| وحيد لأن تملك حلا =b   A.Xلدينا الجملة   :اذن  |

| |

| |
2                

| |

| |
1                   

| |

| |
2 

      :ومنه حل الجملة ھو

 : طريقة استعمال المقلوب

 .: فيعطى الحل بالشكل التالي Aنقوم بحساب مقلوب المصفوفة  

        :حل الجملة التالية :-4-مثال
1
2

3
يمكن كتابة ھذه الجملة على الشكل إذن      

 :التالي

1 0 1
1 1 1
0 1 1

      ,               ,         
1
2
3
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: فنجد : نحسب أولا
0 1 1
1 1 0
1 1 1

  :ومنه حل الجملة ھو 

.
0 1 1
1 1 0
1 1 1

.
1
2
3

1
1
2

                                                             

  :طريقة غوص  

 .ھي مصفوفة مثلثيه سفلية أو علوية Tحيث  T.bإلى الشكل  A.bتعتمد ھذه الطريقة على تحويل الشكل  

 :حل الجملة الخطية السابقة :-5-مثال

⁄
1 0 1
1 1 1
0 1 1

1
2
3

1 0 1
0 1 0
0 1 1

1
1
3

1 0 1
0 1 0
0 0 1

1
1
2

⇒

1. 2
1. 1

1. 1. 1
⇒

1
1
2
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  الفصل الخامس

 القيم الذاتية والأشعة الذاتية

 مصفوفة   Aلتكن  : تعريف      ∈ .  

  :بحيث  يكون  λوجد العدد   إذا Aللمصفوفة   الذاتي بالشعاعيسمى     X ≠ 0الشعاع 

A X  =   λ. X                           (1) 

    X ≠ 0  للشعاع الذاتي الموافق  Aللمصفوفة   الذاتية ةبالقيم  λويسمى  

  :على الشكل التالي  X  الشعاع يكون أن يمكن

┴  1 , , nX X =X  

,1حيث   , nX X   أنومعنى  الشعاعتسمى بمركبات  X ≠ 0      ھو انه يوجدX ≠ 0     لبعض قيم  

i = 1 , 2 , …, n 

  :ةملاحظ

ولتوضيح ذلك نفرض انه  ذاتيتينلقيمتين  موافقا يكون  Aللمصفوفة    X ذاتي شعاعلاحظ انه لا يوجد ن 

   λ2 λ1 ≠ حيث    λ2 λ1 ,توجد قيمتين 

 : أنأي 

A X = λ1 X , A X = λ2 X , λ1 ≠ λ2 ⇒ λ1 X = λ2 X  

   ⇒  (  λ1 -  λ2  )   X  =   0   ⇒  X  =  0    ) وھذا مستحيل(  

:لمعادلة المميزة ا   

   A X  =  λ X  =  λ In X    أننعلم )  1( من المعادلة  

نحصل   فإنناھي مصفوفة الوحدة     In   ( و n,n )  النمطمصفوفة من    A=( aij)
  
  

:على    X  =  0 ( A  -  λ  In ) :   الشكلعلى  أو      
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a λ ⋯ a
⋮ ⋱ ⋮
a ⋯ a λ

x
⋮
x

                      (2) 

:كان إذاوبالتالي نحصل على جملة معادلات حيث تملك حل    

⋯
⋮ ⋱ ⋮

…
0                                      (3) 

:أي   λ  يكثير حدود ف (3) يھ        بالتالي العلاقةو  

  n n-1 n-2
n 1 2 n-1 nf λ  = Α - λΙ = λ  + C λ  + C λ  + …… + C λ + C           

 a i jتكون كل منھا كثير حدود في العناصر        C1  ,  C2  , …….. , Cnحيث 

                                              نعتبر المعادلة   nf λ  =  A - λ Ι  = 0 

     nو ھذه المعادلة من الدرجة    وتسمى بالمعادلة المميزة للمصفوفة  

λو  , λ , …………… , λ     

  .القيم الذاتيةبتسمى  

 مثال-1- :

اوجد المعادلة المميزة للمصفوفة           

                       
2 1 1
1 2 1
1 1 2

                                                         

1     ستنتجثم ا ةھذه المصفوفة تحقق معادلتھا الذاتي أنواثبت  

 3

2 1 1

1 2 1

1 1 2


 



  
       
   

    الحل :           
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   3f λ = Α-λΙ : المعادلة المميزة ھي    

2 1 1
3 21 2 1 6 9 4 0

1 1 2


   



  
         
                    (1)   

  :تحقق معادلتھا الذاتية نبرھن أن    Aالمصفوفة   أن ولإثبات

3 2- 6 -9 4 0        

                             

2 3

6 5 5 22 21 21

5 6 5 , 21 22 21

5 5 6 21 21 22

    
             
         

وبالتعويض عن     
2 3, , ,       نجد:  

  6 9 4 ⟹ 6 9 4   

            :ومنه نجد أن 
1 2

3

3 1 1
1 3 9 1

1 3 1
4 2 4 4

1 1 3



 
          
  

  

     :معناه
1

3 1 1

4 4 4
1 3 1

4 4 4
1 1 3

4 4 4
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  :-2-مثال

      : الذاتية للمصفوفة  الأشعةاوجد القيم الذاتية و 

8 6 2

6 7 4

2 4 3

 
     
  

  

  : الحل

  : ھي  المميزةالمعادلة    

(1)                    
3

8 6 2

6 7 4

2 4 3


 



  
        
   

  

3 21 8 4 5 0

( 3 ) ( 1 5 ) 0

  
  
   

          

  : ھي    القيم الذاتية للمصفوفة     ومنه

1 2 30 , 3, 15      

   : أنأي    الشعاع الذاتيھي مركبات     x , y , zولنفرض  

1عندما يكون    0    نحصل على:  

8 -6 2 x 0

-6 7 -4 y = 0

2 -4 3 z 0

     
     
     
          

  

  :  وبالتالي نجد الجملة

8 6 2 0
6x 7y 4z 0
2x 4y 3z 0
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  :أو تملك عدد لا نھائي من الحلول لأن  لا تملك حل  وعليه فھذه الجملة

 
8 6 2
6 7 4
2 4 3

0  
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  2017/2018: العام الدراسي      - 02-مقياس الرياضيات  –الثاني  امتحان السداسي

  :حيث مجموعة جزئية من  H   :)نقاط 6(الأولالتمرين 

 

, ∈ /   0   

 . فضاء شعاعي جزئي من  Hھل  -1

   v,wتركيب خطي للشعاعين   cحتى يكون الشعاع  kأوجد العدد الحقيقي  -2

 c 1, 2, k  , v 1,1,1  , w 1,2,3   

A : حيث   A لتكن المصفوفة  :)نقاط8(التمرين الثاني
0 0 1
1 0 3
1 1 0

    

.4: حيث    Bالمصفوفة لتكن         

 detأحسب  - 1 B    . 

 : حيث  ∝أوجد العدد الحقيقي  - 2 4 ∝ 0  

 . Aقابلة للقلب ثم أوجد  Aاستنتج أن  - 3

.Aحل المعادلة   Aعمال باست - 4 X b  حيث: 

    ,
1
2
3

  

 التمرين الثالث (6نقاط):   ليكن التطبيق الخطي التالي  حيث : 

∶   →  

, ⟼ , 2 4 , 2  

, :  عين  - 1    . 

, :   أحسب - 2    
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  : ملحق

  :التمرين الأول

vھل الأشعة  - 1 1,1,1 , v 1, 1,1  , v 1,1, 1  مستقلة خطيا   

  : ھل الشعاع - 2 1,1, 1  :ھو تركيب خطي للأشعة   

c 0, 4, 2 , b 2, 1,0  , a 1,0,1    

  :التمرين الثاني

A: حيث    Aلتكن المصفوفة 

∝
1 1

2 2 0
1 2 ∝ 2

  .عدد حقيقي   ∝و      

2: حيث    Bأوجد المصفوفة  - 5   . 

 detأحسب  - 6 B  detوأستنتج      A    . 

 .قابلة للقلب  Bحتى تكون  ∝أوجد قيم  - 7

∝ من أجل  Bأوجد المصفوفة  - 8 0 .  

  :التمرين الثالث

: حيث  ليكن التطبيق التالي   

∶   →  

, ⟼ , 2 4 , 2  

 .بين أنه خطي - 3

, : عين كلا من  - 4    . 

, أحسب كلا من   - 5  . 

  .متباين وھل ھو غامر ھل  - 6
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  :الرابع تمرينال

,عين كلا من   , ,1التي من أجلھا يكون    1,   حلا للجملة  2

 
3 3

2 1
3 1

  

  :الخامس تمرينال

Aلتكن المصفوفة  
2 0 1
0 2 1
2 1 0

Bو المصفوفة    
3 1 1
2 0 1
2 1 4

   

 بحيث يكون    أوجد قيمة العدد  -   . وأستنتج معكوس 0

   :السادس تمرينال

    :اليةجوردان لحل الجملة الت - استخدم طريقة غوص

2 11
2 9

2 6
2 14

  

  :التمرين السابع

أوجد حل الجملة       
1 1

3 2 3       

1 1 1
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