Les matrices :

1.

Définition

1.1. Définition

Définition 1.
» Une matrice A est un tableau rectangulaire d'éléments de K.
« Elle est dite de raille n x p si le tableau posséde n lignes et p colonnes.
+ Les nombres du tableau sont appelés les coefficients de A
* Le coefficient situé 4 la i-éme ligne et & la j-éme colonne est noté a; ;.

Un tel tableau est représenté de la maniére suivante :

ayy drz e (11’]' e (11’!]
az,l a2,2 Py az’j o a.z’P
A= ou A= (a,'?j):[g‘gn ou (ai,j)-
ai,l a,-,z . G[‘,j ‘e a,‘,P 1<j<p
an’l (Imz . an’j en amp

Exemple

A_1—25
Lo 3 7

est une matrice 2 x 3 avec, par exemple, a;; =letaz;=7.

Définition 2.

+ Deux matrices sont ¢cales lorsquielles ont la méme taille et que les coefficients correspondants sont
égaux.

+ L'ensemble des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients dans I est noté M,LP(]K). Les éléments
de My, ,(R) sont appelés matrices réelles.

1.2. Matrices particulieres

Voici quelques types de matrices intéressantes :

Sin = p (méme nombre de lignes que de colonnes), la matrice est dite matrice carrée. On note M, (K)
au lieu de M, , ().
al,l a]_,z - (11;1
ﬂz’l {12,2 - (12;1
Any Gpg - Oyp
Les éléments ay 1, as3,. .., Gy, forment la diagonale principale de la matrice.
Une matrice qui n'a qu'une seule ligne (n = 1) est appelée matrice ligne ou vecteur ligne. On la note
A= (a:l’]_ (11’2 .o ale) .
De méme, une matrice qui n’a qu'une seule colonne (p = 1) est appelée matrice colonne ou vecteur
colonne, On la note
aya
g
A= .
an,l
La matrice (de taille n x p) dont tous les coefficients sont des zéros est appelée la marrice nulle et est

notée Oy, ou plus simplement 0. Dans le calcul matriciel, la matrice nulle joue le réle du nombre 0 pour
les réels.



1.3. Addition de matrices

Définition 3 (Somme de deux matrices).

Soient A et B deux matrices ayant la méme taille n x p. Leur somme C = A+ B est la matrice de taille
n % p définie par

Cij = ajj + bij-

En d’autres termes, on somme coefficients par coefficients. Remarque : on note indifféremment a; i oll a;
pour les coefficients de la matrice A

3 =2 0 5 3 3

Si A= et B= alors A+B= .
1 7 2 -1 3 6

. i —2

Par contre si B = 8

d

Exemple

) alors A+B  n'est pas définie.

Définition 4 (Produit d'une matrice par un scalaire).
Le produit d’'une matrice A= (a,-j] de Mpp (K) par un scalaire a € K est la matrice (aaij) formée en
multipliant chaque coefficient de A par . Elle est notée a - A (ou simplement ctA).

Exemple

Si A:123 et a=2 alors aA:246.
01 0 0o 2 0

La matrice (—1)A est P'opposée de A et est notée —A., La diff¢rence A— B est définie par A+ (—B).

Exemple
G oacf?2 1 O) L oa_(t 42y o, . (3 -5 -2
AT 5 2) FPE 7 5 ) PO “\l=3 0o -1/

L'addition et la multiplication par un scalaire se comportent sans surprises :
Proposition 1.
Soient A B et C trois matrices appartenant d My (K). Soient a € K et # € K deux scalaires.
1. A+B =B +A: lasomme est comrmutative,

. A+(B+C)=(A+B)+C : la somme est associative,

. A+0=A: la matrice nulle est l'élément neutre de l'addition,

(a+ plA=aAd+ BA

. a(A+ B)=aA+ aB.
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2. Multiplication de matrices

2.1. Définition du produit

Le produit AB de deux matrices A et B est défini si et seulement si le nombre de colonnes de A est égal au
nombre de lignes de B.
Définition 5 (Produit de deux matrices).

Soient A= (a;;) une matrice nn % p et B = (b;;) une matrice p x q. Alors le produit C = AB est une matrice
n x q dont les coefficients c;; sont définis par :



P
Cij = Z ik b
k=1

On peut écrire le coefficient de facon plus développée, & savoir :
C!'j' = al'].bl_il' +ﬁfzsz S e aikbkj' 4+ .- +aipbpj'

Il est commode de disposer les calculs de la fagon suivante,
@i

| MR e b, b,
ay an by by

C=[.‘711 “12-] [511 bu] o cr:[”ubqu“ubzl ayby, +‘71sz2]

ay ayp)\by by anby +aynby  ayh, +anby

Moven mnemotechnique

12

22

Z .
’*71127’11 + ’*?13’5:1 aubu T alzbzz

af:lbll * aﬁlbﬁél allbll i azzbzz

Exemple

GGG (RG22

Exemple
A:O_l B:2—3 ot ABZOO.
0 5 0 0 00
Proposition 2.

1. A(BC) = (AB)C : associativité du produit,
2. AB+C)=AB+AC et (B+ C)A=BA+ CA: distributivité du produit par rapport a la somme,
3. A-0=0 e ©0-A=0.

2.5. La matrice identité

La matrice carrée suivante s'appelle la



2.6. Puissance d’une matrice

Dans I'ensemble M, (K) des matrices carrées de taille n x n a coefficients dans K, la multiplication des
matrices est une opération interne : si A, B € M, () alors AB € M,,(IK).
En particulier, on peut multiplier une matrice carrée par elle-méme : on note A2 = Ax A, A= Ax Ax A
On peut ainsi définir les puissances successives d'une matrice :
Définition
Pour tout A € M,,(K), on définit les puissances successives de A par A’ = I, et AP™ = AP x A pour tout
p € M. Autrement dit, AF = Ax Ax---x A

p facteurs
Exemple
1 0 1
On cherche 4 calculer A? avecA=| 0 —1 0 |.On calcule A2, A% et A* et on obtient :
o 0 2
1 0 3 1 0 7 1 0 15
A=(010 AP=A’xA=|0 -1 0 At=AxA=|0 1 0
0 0 4 0 0 8 0 0 16
1 0 2F—1
L'observation de ces premiéres puissances permet de penser que la formule est : AP = | 0 (—1)F 0
0 0 2r

La transposition

Soit A la matrice de taille n x p

P
ay a a
A= 21 :22 2p
an1 Az ... {Inp
Définition
On appelle matrice transposée de A la matrice AT de taille p x n définie par :
al]_ ﬂz]_ T anl
@y Ggp .- Gy
Exemple
1 2 3\ (1 4 -7
4 5 —6| =|2 5 8
-7 8 9 3 -6 9
0 3 r 1
0 1 -1
1 -5 :(3 s 2) (1 -2 57T=[-2
1 2 5

L'opération de transposition obéit aux régles suivantes :
Théoréme
1. (A+B) =AT +BT
2. (ad)f = aaT
3. (ANT=A

+ [y =77]

5. Si Aest inversible, alors AT Uest aussi et on a (AT)™! = (A~1)T.



Déterminant d'une matrice carrée d'ordre 2

Définition
, a c a c
Soit A= . Alors det(A)= =axd—-bxc.
b d b d
Moyen mnémotechnique
& -
{

Déterminant d'une matrice carrée dordre 3
Reégle de Sarrus

Cette regle n’est valable que pour des matrices carrées d’ordre 3, et n’est absolument

pas generalisable. Mieux vaur denc Iui preferer la régle generale enoncee dans le

paragraphe suivant.

a b cll
Soit M=|a, b, o
a b o

det()'I} =ab,c, +a,bye, +a;be, —abye —abe, —a,be,

Application au déterminant d ‘ordre 3

a b q
A=la, b ¢
a; by ¢

A=a X, +a,X, +a,X; (colonne 1)
A=aA, —aAy tady

b ¢

by ¢

b ¢

b, ¢

b, c
b O
A=a -a,

+a;

b o

A=aq (b103 —be, ) B (_51‘73 —by ) ta, (bl‘?:- Il b:cl)



Inversion de matrices

Matrice adjointe

Définition
Considérons une matrice carrée A d ordre n. 1la matrice des cofacteurs X e des éléments a; de

A notée adjA est appelée matrice adjointe de A ou co-matrice de A.

adjA = comA = [ij} = [(—l)w A‘.}}

Exemple

(M M| A i
A= . Calculer adjA .

dy 4n

Theoreme 1

Soit A une matrice carrée d’ordre n. Alors A est une matrice inversible si et seulement si

der(:A) #0.

Theoreme 2

Soit A une matrice carrée quelconque d’ordre n. Alors :

Ax (ade)rz (aaj’A )rx A = det (A)xIn o I estla matrice identité d’ordre n.

Theoreme 3

Soit A une matrice carrée quelconque d’ordre n. Si det(A)# 0. alors A est inversible et :

A=

et (A) (it} ?

Cas d'une matrice d'ordre 2

a b
Soit A=[ :; . On sait que |A| = det(A) = (ac-bd).
¢

I
e —d
La matrice adjointe de A est adjA =[

o gpelho 1 [c —bJ
' (ac—bd)\-d a )

=

Exemple 13

(]

5
Soit A ={ i ] . Caleuler A7},

3



> méthode par partition

Exemple
Soit A= (E, ;‘;) Etudier si A est inversible, c’est étudier I'existence d’une matrice B = (2 3] a coefficients

dans K, telle que AB=1 et BA=1. Or AB = [ équivaut a :
AB=1 e 1 2\fa b _ 1 0 — a+2c b+2d _ 1 0
0 3)\c d 0 1 3c ad 0 1

Cette égalité équivaut au systéme :

a+2c=1
b+2d=0
3c=0
3ad=1
Sa résolution est immeédiateta=1, b= —%, c=0,d= % Il n'y a donc qu'une seule matrice possible, a

_z
savoir B = ( :l 2 ) Pour prouver qu'elle convient, il faut aussi montrer I'égalité BA= I, dont la vérification
7

)
. . . . _ 1 —3

est laissée au lecteur. La matrice A est donc inversible et A1 = (0 13).
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